10. DINAMIKAI FELADATOK VEGESELEM MEGOLDASA

10.1. Tobbszabadsagfoku rezgorendszerek

Szabadsdagfok: a vizsgalt rendszer pillanatnyi helyzetét egyértelmiien meghatarozo skalaris koordinatak szama.

Altalénos koordindta: azok a q = q(t) skalaris koordinatak, amelyek a rendszer helyzetét (vagy mozgasat) egy-
értelmiien meghatarozzak.

g - lehet elmozdulas, vagy szogelfordulas,

q=0q(t) - az idé szerint legalabb kétszer differencialhato fiiggvény,
at) = a9 = 4@
——

koordinata koordinata
sebesség gyorsulas

Rezgbémozgas (lengd mozgas): ha mozgas kozben ¢, g, vagy § tobbszor is eldjelet valt.

Diszkrét rezgdrendszer: rezgbmozgasra képes, véges szabadsagfoku mechanikai rendszer.

Alkotorészei: - merev testek, vagy tomegpontok,
- rugalmas testek = rugok,
- csillapito elemek.

Kontinuum rezgések: folytonos tomegeloszlasu, rugalmas testek (valosagos alkatrészek) rezgései.

Diszkrét rezgérendszerek mozgasegyenlet rendszere:

d E _E =Q, a Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenlet-rendszer.
dtl aq, ) 0q,
(k=12 .. n) n - a rendszer szabadsagfoka.

10.2. Energiaelvek mozgé kontinuumok esetén

Mozgo6 testek esetén minden mennyiség a hely mellett az idének is fiiggvénye.

Elmozdulasmezd: u(r,t).
Sebességmezo: V(r,t).
Gyorsulasmezé: a(r.t).

A D’Alembert* (dalamber)- elv:

A dinamikai problémak formailag statikai problémara vezethetdk vissza, ha a testre hato kiils6 er6khoz a tehe-
tetlenségi er6t (inerciaerdt) is hozzavessziik.

Tomegpont esetén: ma=F = O0=F-ma =F +T,.
\_L_/
Ti
Az inerciaerd / tehetetlenségi erd: T=-ma.

Kontinuum (folytonos témegeloszlasu test) esetén: a térfogati erésiirliség mellett az inercia-erék stirliségét is
figyelembe vessziik.

d = (g-dap),ahol @ azelemi tomeg gyorsuldsa és p a tomegstirliség.
Folytonos tomegeloszlasu testek esetén a tehetetlenségi erdrendszer térfogaton oszlik meg.
A dinamikai feladatoknal az egyensulyi egyenlet helyett a mozgasegyenletet hasznaljuk!

Egyensulyi egyenlet: F-V+q= 0 = Mozgasegyenlet: F-V +q=pa.

A D’Alembert elv a dinamika alaptdrvényével (az impulzus tétellel) egyenértéka.

! Jean Le Rond D’ Alembert (1717-1783) francia matematikus és filozofus.
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a) A virtudlis teljesitmény elve:

Az elvet a mozgésegyenlet étalakitéséval Vezetjﬁk le. Szorozzuk meg az impulzus-tételt a sebességmez6 OV

------

jngVdV+j5 qav = jsvapdv
v) v)

Atalakitva az elsé integralt, és alkalmazva a Gauss-Osztrogradszkij-tételt az
[ ov-E-ridA— | 1(5\7OV+VO5\7)--50|V + [ 6v-qdv = [ 6V dpdv
(A) )2 V) V)

alakot kapjuk.

A bal oldal koz¢épsé integraljanal felhasznaltuk, hogy az F fesziiltsegtenzor szimmetrikus, tovabba hogy a

kinematikai peremen a sebességmez0 varidcioja nulla. Helyettesitsiik be ebbe az egyenletbe a F =2(4) --A

Hooke-torvényt, ahol 2(4) az anyagallandok negyedrendii tenzora, és hasznaljuk ki, hogy a dinamikai pere-

mena p,=F-n.
A virtualis teljesitmény elve:
[ ov-pdA- | L(67-v+V-6v)-D¥ . -AdV + [ ov-ddv = [ ov-dpdv .
(A) ()2 W) V)
Az elv fizikai tartalma megegyezik a mozgasegyenlet tartalmaval. Ezt az egyenletet a dinamikai feladat gyen-
ge alakjanak is szokas nevezni.
b) Kényszermozgdsok (a mérndki gyakorlatban ez fordul eld)

Ha a rendszer helyzetét/mozgésat egyértelmiien meghatarozé altalanos koordinatak nem vehetnek fel tetszo-
leges értéket, akkor kozottikk meghatarozott kapcsolat all fenn.

Kényszeregyenletek: a rendszer helyzetét leird koordinatak kozotti figgvénykapcsolatok.

f (00,0, 6y, GGy t) =0 (p=12..k).

Kényszeregyenletek osztalyozasa:

Holoném: a koordinata sebességek nem szerepelnek.
Anholoném: a koordinata sebességek szerepelnek.
Reonom: az id6 szerepel.

Szkleronom: az id6 nem szerepel.

A mérnoki feladatoknal leggyakrabban holoném, szkleronom kényszeregyenletek fordulnak eld.

10.3. A végeselem modszer alkalmazasa — a mozgasegyenlet-rendszer és megoldasa
a) A mozgasegyenlet rendszer felirdsa:

Kozelités: -

elmozdulasmezs: u (X, t) (1),
(X)g° (1),

- gyorsuldsmezs: 2( ) E(X)ge()
(X)=A"(X)oy".

A gyenge alakot egy végeselemre felirva helyettesitsiik be ezeket a mennyiségeket és hasznaljuk fel az 5.1. fe-
jezet jeloléseit. Ekkor az

A (X)
)i

a
(

sebességmezé: V" (X,t)= A"
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(a0) [ [&00)] p,(x)da-(se) [[B°(x)] cB (X)avar(t)+

=0 =

(5 )

. , e e .
f° —fellileti terhelés K" — merevségi matrix

=p

foar) [[ 00T a0aav=(oa'] [[2 0] & ()pavar ()
) - =7 O

f :— térfogati terhelés M° — tomegmatrix

egyenletet kapjuk.

]
Ezt irhatjuk tomorebben az (5qe) ( MO+ K — 5 — f° j 0 alakban is.

=p =q =

Osszegezve a szerkezet 6sszes végeselemére és figyelembe véve a kinematikai peremfeltételeket az

(53’) (Mq+Kq—f _f j:g.

= =p =q =
egyenletre jutunk

.....

Mq+Kq—f +f .

=q

Ez egy kozonséges masodrendii differencialegyenlet rendszer g (t) -re nézve.

M:l ZM; Z=1J ZM;N

eell eel,2 eel, j e<l,N
M, Z 2 M Z
=21 =22 =2j =2N
ee21 e€2,2 ee2,j ee2,N

A test tomegmatrixa: M = . . : ;

M° Z=.2 z=u Z=|N

eei,l eei,2 eei, | eei,N

ahol N - a test csomdpontjainak szama,
MZ -az e jeltelem i, j csomdpontjahoz tartozd tomegmatrix blokkja.
(3x3)

b) A mozgadsegyenlet megoldasa:
A megoldandé mozgasegyenlet: Mg+Kq=f (t).

q (t) - a végeselem rendszer szabadsagfokaval megegyezd szamu koordinatat (fliggvényt) tartalmaz.

Megoldasi modszerek: 1. Direkt (kdzvetlen) integracio.
2. Sajatvektor (mod) szuperpozicios eljaras.

1. Direkt integracid: a mozgasegyenletet numerikus id6léptetéses eljarassal integraljuk.

Direkt: a numerikus integralas el6tt a mozgasegyenletet nem transzformaljuk at mas alakra.
Alapgondolat: nem a q(t) fiiggvényt, hanem ennek a fiiggvénynek csak adott (diszkrét) id6pillanatokban

vett q (t1 ), q (t2 ), ... értékét hatarozzuk meg (id6 diszkretizacio).

1.a. A centralis differencia modszer:
A megoldasta <t,=0,t =T > idSintervallumban szeretnénk eldallitani.

A t id6 tengelyen At iddintervallumokat vesziink fel:
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t, ot
——

|
\ \ \
t,=0 At} At} At T

At

\ And

n
|
\

Itt n - id6lépések szama és At =— az id6lépés nagysaga.
n

Feltételezés: a q(t,)=q", d(t,)=0q" kezdeti feltételek ismertek.
A differencialhanyadosok helyett differenciahanyadosokat vezetiink be (kozelités):

| | | t
\ \ \ >
t— At t t+ At

Az elso derivaltat helyettesito differenciak:

1 -
- a centralis differencia: ' ~ —( AL gt ),
dond
-a jobboldali differencia: g = i(gw g,
- a baloldali differencia: q = i(q‘ _q‘*A‘) _
=b At \= =

q‘zi[qt_—q‘Jz 1 Z(qt+At_2qt+qt—At)
= =j =b (At) = =

A masodik differenciat a mozgéasegyenletbe helyettesitve egy rekurzios dsszefiiggést kapunk:

12M9t+m:it+ 5_ zgﬂgt_ 12=t—At
(At) == = (At) = (at)

Ebbél g kiszamithato, ha ismerjitk a q' és g értékeket.

[e]

Probléma: az indulasnal csak a q° all rendelkezésre, a g~ nem létezik.

Startfeltetel: alkalmazzuk a centralis differencia és a masodik derivaltat helyettesitd differencia képletét

at=t,=0-ra

t+ At = At

t=t, =0

t— At =-At

2
At
q71= O—Atq0+( 2) q.o
ahol a §° az Mq‘" +£q0 =f +f egyenletsegitségével meghatarozhato.

= = p =q
A modszer feltételesen stabil.

Feltétleniil stabil integrdcio: ha tetszéleges és T -hez képest nagy At megvalasztasaval végzett szami-
tasnal tetszdleges kezdeti feltételek esetén sem né a megoldas minden kor-
lat folé.

Feltételesen stabil integracio: ha a fenti allitas csak At <At esetén teljesiil.

T . : o
At<At, =, ahol T, -az n szabadsagfoku test legkisebb periodusideje.
Vs
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1.b. Wilson-féle 0 maodszer

Feltételezés: ~
A ( azido linearis fiiggvénye. /
qt+At qt+9At
o t
= >
t° t+At  t+0At
Egy tetsz8leges (t+7) iddpillanatban — a lineéris valtozas: 4" = ¢ + ﬁ(q”gAt —q' ) :
t t t 7 t
Ezta 7 valtozo szerint integralva: 1" =q +Gr+ ("”9At —q ),
it q =g o0
t+r t t 1 ot 2 73 ( .ot +OAL ..t)
=Q +qr+=-G7r°+—— -q |.
=g e (g

Itt az id61épés nem At, hanem 6OAt lesz.

Az el6z6 két osszefiiggésbe 7 =(6At) -t helyettesitve:

4 = gt + %(thm _ qt)
2 =

teOAt  t ot 6°At?

+ g Oat+ T(c‘j“gm + 2c'=4't )

=)

(o)
Il
(o)

st+OAt r « t+OAL

Ebbdl a két egyenletbdl a s g kifejezhet6 a q”gAt segitségével:

LLHOAt t+oAt

- )
d HZAt( 5) HAt(q d
teoAt ) o HAt

Jt+OAL

q

IIQ

il

Feltételezés: a tehervektor is linearisan valtozik.

ft+¢9At f ( t+9At f )

Véve a mozgasegyenletet a (t + HAt) iddpillanatban: Mq”gm Kq A gt

- A q”é)At -t a mozgasegyenletbe behelyettesitve, a q -re (mint ismeretlenre) linearis algebrai egyen-

letrendszert kapunk.
- A megoldast visszahelyettesitve a q”gAt $ (:|'H9At megkaphato, illetve az elsé harom egyenletbe

t+At < T+AL r JLHAL

7 = At -t helyettesitve a q | s § értékek is adodnak.

Inditas: a q°,G° és §° értékeket kell ismerni. Nincs sziikség start feltételre.

Az eljaras feltételesen stabil, ha: €>1,37

A gyakorlatban a 8 =1,4 hasznalata szokasos.

Miveletigény id6lépésenként az 1.a. és 1.b. eljarasnal: am,n (becslés)
n - arendszer szabadsagfoka,

m, -a 5 fél savszélessége,

a>2.
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2. Lengéskép/sajatvektor/mod szuperpozicios eljaras

A miiveletszamot igy akarjuk csdkkenteni, hogy a mozgasegyenlet egyiitthatomatrixait diagonalisra transz-
formaljuk.

Transzforméciét vezetiink be: q (t)= E)=((t) , ahol

P egy (n X n) -es (egyeldre ismeretlen),ortogondlis transzformacids matrix. Ortogonalis matrix: ET = Efl .

1<

(t) 0j elmozdulési valtozokat tartalmazé vektor.

Szorozzuk be a mozgasegyenletet balrol a P transzponaltjaval:

PTMPP{(t)+P’

M

KPP q(t)=P" f (1),

|

I=

f

ahol kihasznaltuk, hogy a P transzformécios matrixra igaz a ET = Efl Osszefiiggés.
Rovidebben/tomérebben: M X(t)+Kx(t)= f(t).

Olyan P transzformacios matrixot keresiink, amely az M ¢és K savszélességét a legjobban csokkenti.
Eljaras a P transzformacios matrix eléallitasara:

A csillapitatlan, szabad rezgérendszer mozgasegyenlete: ~ M+ Kq=

o

Megoldas: q=gsinat, vagy q=g@cosat .
Behelyettesitve a mozgasegyenlet-rendszerbe (—a2 M + ﬁ)go =0.

A sajatérték feladatbol annyi sajatfrekvenciat és sajatvektort kapunk, amennyi a rendszer szabadsagfoka.

Megoldas: a sajat korfrekvenciak és a sajatvektorok (lengésképek).

Jelolés: 0< oy < @, < ... <aq,, o -azijelii sajat korfrekvencia,

[@g) (@e) (woe) - (n-g)

@ -azijeld sajat korfrekvencidhoz tartozé sajatvektor.
=1

A sajatvektorok a tdmegmatrixra nézve ortogonalisak és normaltak (ortonormaltak):

o Mo {:1, hai=j,
=i = =j =0, hai=|].
Uj matrixok bevezetése:
_af -
o;
p= [(pl 2, (Dn] , §=22 = al -az 22 diagonal matrix.
o
Ezzel a sajatérték feladat:
41 -MgO*+Kg=0,
~¢'MpQ* +¢ Kg=0,
——
E
J
§=22 :¢T £¢



Legyen P=¢ = q(t)=¢'x(t).
Ezt a mozgasegyenletbe behelyettesitve:  X(t)+ §=22)=((t) = gﬁT f(t)=r(t)
Kezdeti feltételek: X" =¢'Mq’, X" =¢'Mgq".

Az )=((t) egyiitthatoja egységmatrix, az )=((t) egyiitthatoja diagonal matrix.

U

A mozgésegyenlet rendszer n db egymastdl fliggetlen differencidl egyenletre esik szét.
Ezeket a differencial egyenleteket kiilon-kiilon oldjuk meg:

% (1) +a’x(t)=r (t)
r(t)=¢ f(t)

Kezdeti feltételek: x| =9 Mq", x| ;=9 Md°

1=12,3,..n

Az 4ltalanos megoldas: x, (t)=a sing;t+b, cosa;t + L I r(z)sing (t—7)dr.
i 7=0

partikuléris megoldas

homogén megoldas

A tényleges megoldas (az eredeti feladat megoldasa): q(t)=> e x ()
= i=1 =1

@ - sajatvektorok / lengésképek / moduszok.

Zi
A modszuperpozicios megoldas gondolatmenete:

- A sajatérték probléma megoldasa: sajatértékek, sajatvektorok.
- A szétesett mozgasegyenletrendszer megoldasa.

- A megoldasok szuperpozicidja.

10.4. A végeselem modszer alkalmazasa rezgéstani feladatok megoldasara

Gerjesztés: a rendszer terhelése idoben periodikusan valtozik.
Periodikus terhelés = gerjesztés.

a) Harmonikus gerjesztés:
Mozgasegyenlet: Mg+Kq= f,cosat, ahol f, -agerjesztd er8k amplitudoi,

o - a gerjesztés korfrekvencidja.
A megoldas keresése: =0, cosat, ahol q, - rezgési amplitidok a csomdpontokban.

A megoldast a mozgasegyenlet-rendszerbe behelyettesitve:

(-’M+K) q=f.

=0 0

Z( o’ ) - dinamikai
merevségi matrix

Z (a)2 )q =f - linearis algebrai egyenletrendszer a csomoponti elmozdulasok amplitadoira.
= =0 =0

Megoldas: 9, =[£(a)z )]71 f.

=0
A megoldhatosag feltétele: o # aiz , (i =], 2,3,...n) .
b) Szabad rezgések, sajatérték feladat:
Szabad rezgés: f(t)=0.
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A szabad rezges mozgasegyenlet rendszere: M+ Kq =

o

Ez az n szabadsagfoku csillapitatlan, szabad rezgérendszer mozgas egyenlet rendszere.
Megoldas: q :Z)Sin at, ahol - p-a sajatvektor,
- - & - & sajat korfrekvencia.

A megoldast behelyettesitve a mozgasegyenlet-rendszerbe: (—aZM + 5)(2 =0.

Homogén, linearis algebrai egyenletrendszer a @ koordinataira. B

A nemtrivialis megoldas létezésének feltétele: det|K —a*M|=p(a®)=0.

p(a’) a karakterisztikus polinom (az o -re nézve n-ed foku polinom).

A Karakterisztikus polinom gyokei a rendszer sajat korfrekvenciai:
0<af<ai<..<al.

a? pozitiv valés szam, ha K ¢és M pozitiv definit matrix.

Minden sajatfrekvenciahoz tartozik egy sajatvektor: (5 —aiZM)goi =0 = ¢ =..,ahol (i=12,..n).

C) Ortogonalitasi tétel:
Legyen «; # ¢;.

Minden sajatfrekvencidhoz tartozik sajatvektor: o, = ¢ ,és a; = ¢ .

Megjegyzés: ¢ , konstansszorosa is sajatvektor.
=l =]

¢l Kp=alMp = ¢ Kp =alp

=j ==i =i =

2:/ ﬁzjzafﬂ(ﬁj = go_T Ko =a

Mivel K, M szimmetrikus = ﬁzg, MzﬂT.

Ha o #a; (i#]) = Z.TMZJ =0.

A sajatvektorok a tdmegmatrixra nézve ortogonalisak.

Ha o, =a; (i=j), akkor legyen ﬂTﬂﬂ =1.

A sajatvektorok a tdmegmatrixra ngzve r_lorméltak.

A ,,normalt” tulajdonsdg analégidja a 3D vektortérben:

A vektor legyen egységvektor. A masodik feltétel a 4 sajatvektort egyértelmiivé teszi.

Legyen i=j.
9 Kp =a}9'Mp = of =9 Kp.

|

=1
A ¢, sajatvektor ismeretében az ¢; sajatfrekvencia meghatarozhato.

Az eredmény dltaldanositasa:

Legyen: ¢=[go Qo . zn}
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n - a rendszer szabadsagfoka

$ 1 -MgQ+K¢=0,
P MPQ+gKP=0, = Q=4 K¢
E

Ha a rendszer Gsszes, n sajatvektora ismert, akkor az Osszes sajatfrekvencia meghatarozhato.
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